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Correction Devoir maison n°S8

Exercice 1

On désigne par n un entier naturel non nul et I’on se propose d’étudier les racines positives de I’équation

e® = z"que 'on note (E,). A cet effet on introduit la fonction f,définie par
falz) =1—2"e".
On a donc pour tout entier n, (E,) < f,(x) =0
1. Etude des racines positives des équations (E) et (E»)
(a) On étudie les variations de fi. On a
fi(z)=1—ze".

La fonction f; est de classe C'' sur [0; +oo[. On calcule alors

Vi € [0; 400, fi(z) = —e " +ae™ = (x— 1)

On calcule la limite de la fonction f; en 4o00.

lim 1 —ze* =1
Tr—+00

par croissance comparée.

La courbe représentative de f a donc une asymptote horizontale en +oco

On a donc le tableau de variation

T 0 1

Signe de fi(x) - 0 +

Variations \ /
de f1

On a
fo(x) =1—2%"

La fonction fy est de classe C'! sur [0; +o00[. On calcule alors

Vo € [0; +ool, fo(x) == —2we * + 2% " =z (v —2)e "

On calcule la limite de la fonction f; en 4o00.

lim 1 —2%*=1
Tr——+00

par croissance comparée.

La courbe représentative de fy a donc une asymptote horizontale en 400

A Faire en autonomie.
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z 0 2 +00
Signe de fi(x) | 0 - 0 +
1 1
Variations \ /
de f2 1 4

Sur la courbe représentative de fi, on place 'asymptote d’équation y = 1 en +o00, la tangente
horizontale en 1 et la tangente de pente —1 en 0.
Sur la courbe représentative de f5, on place 'asymptote d’équation y = 1 en +o0, la tangente

horizontale en 1 et en 0
e —

(Ey) < fi(z) =0. Or le minimum de f; est > 0 et I’équation n’a pas de solution positive

2
e“—14
De méme (E) < fp (z) = 0. Or le minimum de f, est —5— > 0 car e > 2 donc e® > 4 (car la
e
fonction carré est strictement croisante sur RT et que me et 4 en sont éléments ).et I’équation
(E5) n’a pas de solution positive.

Le programme scilab s’écrit

function y = f(x,n)
y=1-x."n .%x exp(-x)
endfunction

X = 0:0.01:5
plot2d (X,f(X,1))
plot2d(X,f(X,2))

2. Etude des racines positives de I’équations (FEs)

(a)

On a
fa(x) =1—a%"

La fonction f3 est de classe C'! sur [0; +o0c[. On calcule alors

Va € [0; +ool, fj(x) = =322 " + 2P =2® (z — 3) e

On calcule la limite de la fonction f; en +o0.

lim 1—2%¢ %=1
T—+00

par croissance comparée.
La courbe représentative de f3 a donc une asymptote horizontale en +oo

z 0 3 +00
Signe de f}(x) - 0 +
1 1
Variations \ /
de f3 e
&3

A Faire en autonomie. M Leboucher
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27
Cette fois, comme ¢* < 27 alors 27/¢* > 1 et 1 — — < 0.
e
On a f3(2) =1—8/e? > 0 donc f3 est strictement positive sur [0, 2]

Comme f3 est continue et strictement décroissante, elle est bijective de |2, 3[ dans } 11— g, 1-— e% .
Or 0 appartient a cet intervalle donc I'équation (E3) < f3 (z) = 0 a une unique solution u sur
cet intervalle. (2 < u < 3)

De méme comme f3(4) =1—43/et <0et f35(5) =1—53/e’ > 0, (E3) a une unique solution v
sur l'intervalle |4, 5[ et n’en a aucune sur [3,4] ni sur [5, +00]
Donc I'équation (FE3) admet deux racines positives u et v telles quel < 2 <u<3<4<v<5h

(b) Soit la suite définie par la relation y,+1 = 31n(y,) et la condition initiale yg,01 3o est un nombre
réel strictement supérieur a wu.

— u < yo < v, alors par récurernce :

soit n € N tel que u < y, < v comme In est strictement croissante sur |0, +oo| alors
3In(u) < 31n(y,) < 31n(v)

Et comme u et v sont soutions de z° = e¢” < 3ln(z) = x alors on a 3In(u) = u et
3In(v) =wv

Donc u < Y41 <0

Et la propriété estvraie pour tout entier n.

De méme par récurrence si v < g, alors pour tout entier naturel n, v < y,.

Signe ?

Yn — Yn—1 > 0 vy, > yp1 < 3In(y,) > 3In(y,_1) car la fonction In est strictement
croissante sur |0, +00[ et que y,_; et y, en sont éléments; et finalement y,, — y,—1 > 0 <
Y+1 = Yn > 0.

De méme pour =0 et pour < 0; Donc 4,11 — ¥, est du méme signe que y,, — y,_1 et par
récurrence du méme signe que y; — o

Donc si yy < y; alors pour tout entier n, y, < y,+1 et si yo > y; alors pour tout entier n,
Yn > Yn+1

— Or pour u < o < v on a, d’apreés les variations defy : f3 (y9) < 0 donc 1 — yje ¥ < 0 donc

e¥ <y et comme In est strictement croissante sur |0, +oo| alors yo < 31n (yo) et yo < 1.
Donc si u < yg < v alors pour tout entier n : 4, < y,.+1 et la suite sera donc croissante.

— De méme si yy > v alors f3 (yo) > 0 et la suite sera décroissante

3. Etude des racines positives de équation (E,) pour n > 3.

(a) On a

fa(z)=1—2"e".

La fonction f, est de classe C' sur [0; +o0o[. On calcule alors

Vo € [0;+o00], fi(z)=-nz"te " +2"e " =a"(x—n)e "

On calcule la limite de la fonction f, en 4oco0.

lim 1 —2"ee " =1
r—r—+00

par croissance comparée.

La courbe représentative de f,, a donc une asymptote horizontale en +o00

A Faire en autonomie. M Leboucher
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z 0 3 +00
Signe de fi(x) - 0 +
1 1
Variations \ /
de f3 1 o

Cette fois, comme n > 3 > e alors (n/e) > 1 et (n/e)" > 1™ car n > 0 et la fonction puissance
n est donc strictement croissante sur Rt

Donc f, (n) < 0.
1
Comme f, (1) =1——->0, f, > 0sur [0,1] et (E,) n’a pas de solution.
e
Sur |1, n[, la fonction f,, est continue et strictement décroissante. Elle est donc bijective de |1, n]
dans |lim,, f,;lim; f,[.
et comme 0 € }fn (n);1— ﬂ I'équation f, (x) = 0 < (E,) a une unique solution u, sur ]1,n/[.
De méme sur I'équation f, (z) = 0 < (E,) a une unique solution v,,.
Donc I'équation (E,) admet deux racines positives u, et v, telles que 1 < u, <n < v,.

Pour déterminer le signe de f,(u,—1), on fait intervenir f,,_1 (un—1) = 0 pour n — 1 > 3 donc
n>4:

Faci(tin1) =1 — (up_1)" e =1 =0
fn(un—1) =1 (un_l)n o Un-1
fn(unfl) = fn(unfl) - fnfl(un,l)

n—1 —un_ N —Up_

el (g ) e

= (up_1)" €
(1 — Un—l) <0

= (Up_y)" teTun
car 1 < u,_1. Donc pour tout entier n >4 on a : f, (u,—1) <0
On a donc f,, (up-1) < 0= fp, (uy)
Et comme f, est strictement décroissante sur [0, n] et que u, et u,_; (< n—1) en sont éléments
alors u,_1 > u,
La suite u est donc décroissante et minorée par 1. Elle est donc convergente. Soit L sa limite.

On a nln (u,) = u, donc In (u,) = u,/n et u, = exp (u,/n).

Donc lim —* =0 et donc 1_1)2(1 exp (u,/n) = 1.

n—+oo n,

Finalement lim wu, = 1.
n—-+o0o

On a comme pour u,

fo1 () = fu1 (vn) = fa (vn)
= (vn)" e — (Un)n_l e "

= (vp)" e (v, — 1) >0

Donc f,—1 (vp-1) =0 < fu_1 (v,) . Et comme f,_; est strictement croissante sur [n — 1, 4+00[ et
que v, (>n>n—1) et v,_jen sont éléments alors v,_; < vy,.

La suite v est donc croissante

A Faire en autonomie. M Leboucher
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(e)

On pose pour tout réel x > 1: g (z) =x —In(z). g est dérivable sur |0, +o0]

rz—1

Comme g est strictement croissante et continue sur |1, 400 alors g réalise une bijection de
|1, 4o00[ sur g(]1; +oo[) = |1, +o0]

Elle a donc une réciproque.

On a (v,)" = e’ donc en élevant & la puissance 1/n : v, = e’/"

vn/n
g(vn/n):i):—ln(vn>:vn—ln<e )zvn—ln(evn/")—i-ln(n)

n n n n

= %—thln(n):ln(n)

Comme v, /n € |1,4+00] ( car v, >n ) et que In (n) € |1, +oo[ (car n > e ) alors

Un _
(/) = In(n) & 2 = g7 (in )
Or, comme y = g (z) — +00 quand x — +oo alors, par symétrie, v = g~ ! (y) — 400 quand
y — +oo.
Donc lim ¢! (In(n)) = +oo et donc

n—-+00

: S E -1 —
i vn = A ng™ (In(n)) = oo

Exercice 2

Soit a et b des réels avec 0 < a < b. Soit (up)nen €t (Un)nen deux suites définies par uy = a, vy = b et,

pour tout n € N, 9 9
v
n
Up+1 = et Upa1 = .

1. Montrons par récurrence sur n que

vn € N, u, et v, existent bien et u,, > 0, v, > 0.

Tout d’abord, on a bien ug =a > 0 et vg = b > 0.

Soit n € N, supposons que u,, et v, existent bien et que u, > 0 et v, > 0.

On a alors u,, + v, > 0 donc, en particulier, u, + v, # 0 et ainsi u,.1 et v,,1 existent bien.

De plus, u2 > 0, v2 > 0 et u, + v, > 0 donc u,;; > 0 et v,; > 0. La propriété reste vraie au rang
n+ 1.

On peut donc affirmer, d’apres le principe de récurrence, que

< e TP B
o

for

vn € N, u, et v, existent bien et u,, > 0, v, > 0.

input ("Entrez n:")
input ("Entrez a:")

= input("Entrez b:")
= a

b
i=1:n

A Faire en autonomie. M Leboucher
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x=u"2/ (u+v)
v=v"2/ (u+v)
u=x
end
disp(u, "un=")
disp(v,"vn=")
on
3. (a) Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N, z,, = (a) )

b

20 1
u a a a a
Tout d’abord, zy = =" et () = () = — donc I'égalité est vérifiée pour n = 0.
vo b b b b
a\?"
Soit n € N, supposons que x,, = <b) , alors

2n+1

un—‘,—l Un+Un u

b i () (7)) = ()= (3)

I’n+1 g =

donc 1’égalité reste vraie au rang n + 1.
On peut donc affirmer, d’apres le principe de récurrence, que

vneN, x, = (%)Qn

(b) Pour tout n € N,

2 2 2 2
_ _ Unp Up, _ Uy T Uy (Un + Un)(“” — Un) _ _
Yn+1 = Up41 — Upg1 = - - - = Un — Up = Yn-
Up, + Uy Up, + Up Up, + U Up, + U

Pour tout n € N, y,.1 = vy, donc

(Yn)nen est constante.

4. Pour tout n € N, v,, > 0 donc u,, + v,, > u, > 0 et

U Uy
—r— < =,
Up + U Uy

autrement dit wu,, 1 < u,.

(Un)nen est strictement décroissante.

5. (a)
Ve _ U _ WU Uk, +1:(a>2k+1=1+$2k
Vk+1 % Uk Uk * b |
VkEN, 2o =1+a7

(b) On a, d’apres (4)(a)(i), pour tout n € N,

Pn:ﬁ vk:vozl

k=0 Uk+1  Unt1  Unyl

A Faire en autonomie. M Leboucher
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Probleme - EDHEC 2005

Un mobile se déplace sur les points a coordonnées entieres d’'un axe d’origine O. Au départ, le mobile
est a l'origine. Le mobile se déplace selon la regle suivante : s’il est sur le point d’abscisse k a 'instant n,
alors, a l'instant (n + 1) il sera sur le point d’abscisse (k + 1) avec la probabilité p (0 < p < 1) ou sur le
point d’abscisse 0 avec la probabilité 1 — p.

Pour tout n de N, on note X,, I’abscisse de ce point a I'instant n et 'on a donc Xy = 0. On admet
que, pour tout n de N X, est définie sur un espace probabilisé (2, A, P). Par ailleurs, on note 7' I'instant
auquel le mobile se trouve pour la premiere fois a l'origine (sans compter son positionnement au départ).

Par exemple, si les abscisses successives du mobile apres son départ sont 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1, alors on a
T = 1. Si les abscisses successives sont : 1, 2, 3, 0, 0, 1, alors on a T' = 4.

1. (a) Pour tout k de N*, (T = k) signifie que le mobile revient en O pour la premiere fois a k. Donc
qu’il y est a k et qu’il n’y était pas avant :

(T =) = () (X £0)n (X = 0)

(b) Comme il est au point d’abscisse 0 & Uinstant 0, il passera en 1 avec une probabilité p et
reviendra (restera) en 0 avec une probabilité 1 — p. Donc X; (2) = {0, 1}.

PXy=0=1—-p e P(Xy=1)=p

X suit une loi de Bernouilli de parametre p, c’est a dire X; — ZA(p).

(c¢) Les X; ne sont pas indépendants, mais on a d’apres la formule des probabilités composées,

P(T=k) = P(X;1#0)Px,20 (X2 #0)...Px,_ 20 (Xi = 0)
= pp...(1-p)
= p(1-p)

car lorsqu’il n’est pas en O, il y revient avec la probabilité (1 — p) et il n'y revient pas (avance
d’une case) avec la probabilité p.

Vk e N* P(T = k) = p*1(1 —p)

2. (a) On montre par récurrence que &, : {X,(Q) = [0,n]}.
— Initialisation : On a vu que X, (2) = {0} et X; () = {0,1} Donc &, et &, sont vraies.
— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc X,,(2) = [0, n].
Les valeurs possibles de X,, vont de 0 a n. Comme I’abscisse du point peut augmenter de
1, X,+1 peut prendre toutes les valeurs de [1,n + 1]. Et comme il peut également revenir
a lorigine, X,+1 (2) = [0,n + 1].
La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z,) est
héréditaire.
— Conclusion : | Pour tout n € N, X,,(£2) = [0, n].

(b) On applique la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (X,,_1 = k)ycp<,

A Faire en autonomie. M Leboucher
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n—1
P(X,=0) = Z P(X,.1=k)Px, - (X, =0)
k=0
n—1
= > (1-p)P (X1 =k)
k=0
n—1
= (1—p)ZP(Xn_1 =k)
k=0

car la probabilité de revenir en O est (1 — p) et que (X,—1 = k)jp<,,_; €st un systeme complet
d’événements.

Comme il ne peut avancer que d'un a chaque étape, pour étre en k a l'instant n + 1, le point
devait étre en k — 1 a l'instant précédent.

Donc (Xpy1=k)=(X,=k—-1)N(Xp11=k)
Et

P(Xpp1=k) = P(Xp=k—1)Px, 1 (Xps1 = k)
= pP(X,=k—1)

car la probabilité d’avancer d'un est p

VneN, Vke{1,2,..n+1}, P(Xp1 = k) = pP (X, =k — 1)

On montre par récurrence que &, : {Vk € [0,n — 1], P(X,, =k) =p"(1 —p)}.

— Initialisation : Pour n=1¢et k=0, ona P(X; =0)=1—p=p°1 —p). La proposition
P, est vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n > 1. Soit k € [1,n] ainsi
k—1¢€]0,n—1]. On a d’apres la question précédente
P(X,11=k) = pP(X,=k—-1)
= pxp" (1 -p)
= p"(1-p)
De plus P(X, 11 = 0) = (1 — p)p°.
La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (£2,) est
héréditaire.
— Conclusion : |Pour tout n € N*, Vk € [0,n — 1], P(X,, = k) = p*(1 — p).
etonaP (X,;1=n+1)=pP(X,=n)

En effet, pour étre en n a l'instant n, il doit avoir avancé d’un a chaque étape, ceci avec une
probabilité de p.

Donc la suite (P (X,, = n)),, oy est géométrique de raison p et de premier terme P (X, =0) =1

VneN:P(X,=n)=p"-1

A Faire en autonomie. M Leboucher
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(c¢) Pour calculer la somme, on doit distinguer la valeur & = n et les autres :

n n—1
k=0 k=0
n—1
= P+ > " (1-p)
k=0
1—p"
= n 1—
"+ (1 —p) T,
=1

Ce calcul (découpage de >°) n’étant valable que pour n — 1 > 0 donc pour n > 1
pour n=0:>0_P(Xo=4k)=1

4. Dans cette question et dans cette question seulement, on prend p = 3

Compléter le programme suivant pour qu’il simule ’expérience aléatoire étudiée et affiche la valeur
prise par X, pour une valeur de n entrée par 1'utilisateur.

n = input("Entrez un entier n")

X=0
p=1/3
for k = ..1:n..
u = rand()
if ..u < p.. then
X = X+1
else
X=..0..
end
end
disp(X)

5. (a) Les trois méthodes classiques pour obtenir ce résultat sont :

— par récurrence sur n (le plus naturel puisque le résultat est donné)

— en dérivant la fonction x — Y071 x
f(x) = Xp=] oF est dérivable sur R et f/ (z) = Sp—) kab~!
1—2™

Et comme, pour x # 1, f (z) = =% alors

—nz" ' (1 —x) + (1 —2")
(=)
1 —nz" '+ (n—1)z"
(1—a)

f@) =

n—1 n—1 n
1-— -1
et donc ) kab ! = ' +(n-lw pour tout x # 1.
k=1

= (1—a)°

A Faire en autonomie. M Leboucher
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n—1
— en développant (1 —p) > kpht:
k=1

n—1 n—1 n—1
(1_p)zkpk_l — kak—l_zk,pk
k=1 k=1 k=1
n—2

= Z(h+1)ph—§:k’pk

h=0 k=1

n—2 n—2 n—1
= > p"+ > hpt = kpt
h=0 h=0 k=1

L—np" 4+ (n—-1)p"
l—p

et donc (1 —p #0)

s Lo =y
k=1 (1 —p)2

(b) On calcule espérance en traitant a part les valeurs k =0 et : n: (pour n > 2)

n n—1
E(X) = Y kP(X=k)=0P(X=0)+nP(X=n)+> kP (X =k)
k=0 k=1
n—1
= np"+ Z k(1—p) p* on fait réapparaitre ’expression précédente
k=0

n—1
= np"+(1—p)pd kp*!
k=1

L—np" '+ (n=1)p"

= np"+(1=p)p 1—p)
Y A i ) el S A o U8
- —

formule qui est également valable pour n =0 et n = 1.

Ainsi E (X) = pt=2-.

1-p

6. (a) OnaP (X, =k)=pP(X,=k—1) pour k € [[1,n+1]]
D’apres le théoreme de transfert,

A Faire en autonomie. M Leboucher



ECE1

Correction Devoir maison n°8

2020-2021

(b)

n+1

E(X2,) = Y KP (X =k)

n+1

= > KpP(X,=k—1)+0
= pzn:(h—i—l)sz (X,)
h=

- pf:(h2+2h+1)pP(Xn)

o

= p i +2ihpP(Xn)+2i:pP(Xn)>

h=0 h=0

Done B (X2,,) = p(E(X2) +2E (X,) + 1)

pn+1
Avecun:E<X§>+(2n—1)1 ,ona:
-p
. pn+2
U = B (X2,)+ (2(n+1)—1)1_p
) pn+2
= E(X 2FE (X,) +1 2 1
p(E(X0) +2B(X) +1) + 20 +1) 7 —
1_pn pn+2
= pE(X})+2p° 2n+1
PE (X3) + 2%~ +p+ (2n+ )15

1—p
22+ (2n—1)p"

)2t
)

+p

pP+p+(2n—1)pt?
I-p

+

en remplagant E (X,,) par sa valeur.
Et en partant du second membre :

p(1+p) 2 pt! p(1+p)
T S SRLEE /A E(Xx om—1
pu, + - p( (n>+(n )1—p + 1
2 n-+2
p+p+2n—1)p
= pE(X2)+ 1( )
—p
= Up+1
p(1+p)

Conclusion : | tuy+1 = pu, +

L—p
La suite u est donc arithmético-géométrique.

On détermine ¢ tel que ¢ =pc+ p(%;p) < c(l—p) = ”(%? < c= 1(71(1_?;2)

Et soit v, = u,, — ¢ pour tout n entier.
On a alors v, ;1 = Upy1 — C= pu, + P(%rpp) _ ( e+ p(1+p)) — pu,,

p(1+p)

Et la suite v est géométrique de raison p et de premier terme vy = ug — —p)?

A Faire en autonomie.
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avec ug = E (X?) + -5

_2pn+1

(1-p)
Et comme

Up =

__P —_
T donc vy =

5 et u, =v, +c=

p p(l4+p) _ _—2p

I-p (1-p?  (1-p)?

—2p™*t | p(l+p) _ —2p"Tl4p(l+p)
(1-p)? ' (1-p)? (1-p)®

n+1
Up — (2n — 1) f

_2pn+1 + P (1 + p) pn-i-l

(1-p)* 1-p
20" +p(1+p) —(1—p) 2n—1)p"*!
(1-p)?
(—2n—1+4+p(@2n—1))p""' +p(l+p)
(1—p)*

—(2n—1)

(d) On développe le calcul de la variance :

Vv (Xn) =

E(X2) - E(X,)’
(2n—=1+p@2n—1)p" " +p(l+p) (1 -p")

2

(1-p)° (1-p)

(—2n—=14p@2n—1))p"*" +p(1+p) —p* (1 — 2p™ + p*")

(1-p)?
(20— 14p2n—1)p" +1+p—p(1-2"+p)]

{(—Qn —14+p@2n+1))p"+1—- p2"+1}

Finalement V (X,,) =

p

= 1+ (2n+1)(=1+p)p" —p*Hi].

A Faire en autonomie. M Leboucher



